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Diizlemi icinde yiikli diizlem cubuk bir sistemin herhangi bir i — j qubugunun
sekildegistirmeden onceki ve sonraki konumlart Sekil 6.97'de bir kez daha g6zden
gecirilmektedir.

0, , 0, 1 Agisalug yerdegistirmeleri, donmeler
& , A Goreli dogrusal ug yerdegistirmeler:

17.04.2018 Sekil 6.97 Biri-j cuﬁugunﬁn sekildegistirmeden dnceki ve sonraki konumlan



Kuvvet yontemi ile hiperstatik bir sistem ¢Oziilirken sireklilik denklemleri yazilmis,
hiperstatik bilinmeyenler bulunmug, denge denklemleriyle ug kuvvetlerine gecilmis,
yerdegistirme hesaplarinda da biinye denklemleri kullanilmugtir. Dolayisi ile ¢oziimiin yerine
petirmesi gereken tiim kogsullar saglanmigtir. Bu hesabin sonunda ulagilmakta olan
yerdegistirmeler arasinda Sekil 6.97' deki i — j gubugunun &;, 8;, & ve A ile gosterilen

goreli ug yeredegistirmelerinin de bulundugu diistiniilebilir. Yerdegisgtirme yonteminde hesap
bu noktadan baslaymp geriye, u¢ kuvvetlerinin bulunmasina dogru sirdiirilmektedir. Yani
esas itibariyle cubuk ug yerdegistirmeleri bilinmeyenler olarak alinmakta, digim

noktalarinda birbirine baglanan cubuklar icin diigiim noktas: siireklilik kosullart, cubuklarin
bir araya gelerek olusturduklan cergevelerde de gergeve siireklilik denkiemleri kullanilarak
stireklilik, diigiim noktasi veya sistem pargalart izerinde yazilacak moment ve/veya izdiigiim
denklemleriyle de denge kosullar: saglanmaktadir. Ug yerdegistirmeleri ile u¢ kuvvetleri
arasindaki bagmtilar da temelde biinye denklemlerine dayanilarak kurulmaktadir. Bunlar,
baslangi¢ niteligi tasiyan bu bélimde islemlere katilmakta ve birim yerdegistirme
sabitlerinin hesaplarinda goézoniine alinmaktadir. Birinci mertebe teorisinin gegerli oldugu
durumlarda; sistemin boyutlarina gére gok kiigiik olan ve dis yiiklerden kaynaklanan Sekil
6.97" deki & ve A ug yerdegistirmelerinin, bir anlamda sekildegistirmis eksenin denge ve
streklilik denklemlerinde gbz onilinc alinmas: gogu kez gerekli degildir.
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DUGUM NOKTALARINDA SUREKLILIK KOSULLARI

Sekil 6.97' de yer alan sistem parcasimn 7 diiflim noktasina birlesen cubuklari arasmdaki
acilar sekildegistirmeden sonra da korunmakta ve bu noktaya birlesen tiim gubuklarin
uclanindaki dénmeler birbirine egit olmakiadw. Bu durum, cubuklarin diiglim noktasi
civannda bityitk kalict sekildegistirmeler olusmadift ve birlesimlerin zaman ve dis etkiler
nedeniyle gevsemedigi siirece korunmus sayilabilir, Dolayisivla her diigiim noktasina kag
gubuk birtesiyor olursa olsun tiim ¢ubuk uglarinda ayni miktarda dénme olugmaktadir,

Gergekte bir diigiim noktasmdan degil, sonlu boyutlardaki bir kolom — kiris birlesim bdlgesi
ile onun yakin ¢evresi ile ilgilenilmekte oldugn unutulmamalidir, Yapt mithendisi birlesim
bolgesinin davranist ve o bolgeye yaklasan elemanlarnim birbirlerine yilk aktarim
konusunda sorgulayict olmalidir.

Aksi s6ylenmedikee bir diigiim noktasina birlesen ¢ubuklarin birbirlerine rijit baglanmakta
olduklari ve diiglim noktasindaki donme stirekliliginin de dogrudan dogruya saglanmakta
oldugn varsayiimaktadir.
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Uc Kuvvetleri ile Ug Yerdegistirmeleri Arasindaki
Bagintilar

Diizlemi iginde yiikli diizlem bir sistemin pargast olarak Sekil 6.97' de gosterilen i — j
gubugunun sekildegistirmeden sonra ulastigi son duruma, u¢ yerdegistirmelerinin sifir
oldugu durumdan baslayip, u¢ yerdegistirmelerinin sirayla olustugu varsayilarak da Sekil
6.99a° da dzetlendigi gibi gelinmis olabilir. Sekil 6.1°deki genel ug yerdegistirmeleri goéz
Sniinde bulundurularak, diger bir gésterilimle D, =6 = D, + D, Dy =A= Dy + Dy tanimlar:

yapilarak genel sekildegistirme durumunu verecek her bir 6zel birim sekildegistirme
durumunda i ve j uglannda olugan u¢ kuvvetleri, ayr ayrs Sekil 6.99b ve c'de yer almakta ve

asafiida da ¢ubugun i ve j uclanindaki ug kuvvetleri esas alinarak en genel sekilleriyle bir
araya geurﬂmektedxr Ug kuvvetleri ile ug yerdegigtirmeleri arasindaki bagintilarda, ogretici
ozelligi yiiksek olan ve bu kitapta da benimsenen 6zgiin ITU gésterilimi kullanilmustir,
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M = odly + g X6, + g X0, + 15 X6+, XA
iy

o ' _
Nj=.¥;+ny x &, 27 xé} + 1,5 X0+ n XA

My =AMy +mg x 6 +m g XO;+m s X6 +myy xA
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Digim Noktalar Sadece Donen, Digium Noktalari
Dénen ve Otelenen Sistemler

Dis yikler ctkisindeki dofru eksenli cubuk sistemlerin A=0 varsayimi yapilan baz
cubuklarinda, sistemin smur kogullart nedeniyle cubuk eksenlerine dik dogrultudaki goreli ug
yerdegistirmesi § da sifir olabilmekte ve béyle bir durumda (6.133a) 'da verilen genel

stiperpozisyon denklemieri A =6 =0 almarak;

Ankastrelix &, 'den olugan ug f; den olugan ug

Kuvljg'tleri e Kuvscticr kuvvetlers
My = A + g X6, g %6,
M; = ‘/553',; + my %0, + mjq x 8,
T = I + g x6 tig, % &,
Tj; = hji . 4 6, bt 5'1- -} ,fj. 8, " Qj
By = Ny ng X6, + g, %6,
Ni = e 2 0 X6, + n, %86,
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sekline indirgenmektedir. Cubuk uglarinda dolaysiyla diiglim noktalarinda, sistemin
sekildegistirmesinden sonra sadece ¢; ve §; donmeleri gozlenen bu tir sistemlere diigiim

noktalar: sadece donen ya da dilgiim noktalar: sabit sistemler denir, Sekil 6.101.

, i
INJ gjiﬂ,{?jﬁ{]
Ef\ IJ;'ré_a} O=A=0

.

!

Sekil 6,101 Goreli ug yerdegistirmeleri sifir olan ¢ubukiar
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Ornek:2)
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(Eksenel boy degismesi A, =0 kabul edilirse)
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Bilinmeyenler: 8, , @,

Denklemler; » M, =0

My, +My; + My =0
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a Sekildegigtirme Oncesi sistem ve dig yiikler
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Burada dikkat edilmesi gereken konular araginda, tizerinde dig yiik bulunmayan ve bir ucu
ankastre mesnet olan [ - 4 ve 2 — 5 cubuklarinda u¢ kuvvetlerinin swrastyla sadece / ve
sadece 2 uclarmdaki diigiim noktas: ddnmelerine bagl olmalandir. Smir kogullar1 gézoniine
alindiginda, bunlardan farklr bir cubuk daha bulunmaktadw; ! - 3 cubufunun 3 ucu

mafsallidir yani §, ve &, igin yapilan varsayimlardan bagimsiz olarak donecek ve moment

almayacaktir. Bu cubugun difer ucundaki moment ise Bolim V1.1.2.7°de incelenmis olan bu
dzel mesnetlenme durumundaki yitkleme sabitleri ile birim yerdegistirme sabitlerini, iki ucu
ankastre olan dwrumdakilerden ayirmak iizere, éistte bir ¢izgi kullanilarak (6.136)'da verildigi
sekilde yazilabilir;

My, =y, +i7g X6 (6.136)
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2My =0, M +Mpy+M, =0
2M; =0, My, +Mys =0

(A?B + iy % 631) + (V-s’-}fm + mig X 6+ myg %6, ) + (mfg x &1) =0

(Ezfz’m + g % 6) +m§232 xﬁz)éu(m%f;z xﬁz):{}
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yerdegistirme yontemi
uc kuvvetlerinin ve ug yerdegistirmelerinin

febei }f{'inleri

i

a Yerdegistirme yontemi
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Hesapta Izlenecek Yol:

Diigiim noftalary sabil sistemlerin yerdegistirme yintemi ile hesabinda izlenecek yol
asagidaki gibi 6zetlenebilir:
]
L Bilinmeyenlerin Belirlenmesi: Bilinmeyenler diiflim noktalarimin dénmeleridir. Diigiim
noktalar belirlenirken mesnetler ile kanstirtimamalidur.
]

it. Denklemierin Belirlenmesi: Coziimnde kollamlacak denklemler, diiftim noktasi moment
denge denklemleridir. Bunlann yazilabilmesi igin diigiim noktalarimi dénmeye zorlayan
ankastrelik momentleri ile ¢ubuk birim ug dénmelerine kars: gelen birim yerdegistirme

sabitlerinin bilinmesine gereksinim vardir. i,

iif.  Ankastrelik Momentlerinin Bulunmasi: Ankastrelik momentleri, dis etkilere, cubupun smir
kogullarina baghdir ve isaretleri yerdegistirme yontemine uygun olan yénlere gére
belirlenmis olmabidir. Cubuk {zerinde saat ibreleri tersi yoniinde olan ankastrelik
momentieninin arti olmasi dngoriitmektedir, $ekil 6.107a. Bunlar, 6rnek olarak secilmis
diizgiin yayth yiik durumunda, sirasiyla iki ucundaki dénmeleri tutulmus bir cubuk icin
sekil 6.108a' da, bir ucu déonmeye kars: tutulmus bir ¢ubuk icin de Sekil 6.108b, ve by’ de
gbzden gecirilmektedir.
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iv. Birim Yerdegistirme Sabitlerinin Bulunmasr: Cubuk uglarindaki birim dénmelerden

- olusan bu u¢ momentleri, sinir kogullarina baghdir. Birim yerdegistirme sabitleri adim

alan bu buytkliikler prizmatik dogru eksenli ¢ubuklar gdzoniine alindigmda tek ve iki
ugtaki donmelerin tutuldugu durumlar igin Sekil 6.109a ve b'de yeniden Ozetlenmektedir.

Sekil 6.109 Birim yerdegistirme sabitleri
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V.

Uc Kuvvetleri ile Ug Yerdegistirmeleri Arasmdaki Baginlar ve Diigiim Noktast Denge
Deniklemleri: 1ki ucu da donmeye kargt tutubmis bir / — j ¢ubugunda
M = A +mpy X6,k X 9
i ucu dénmeye kars: tutulmus 7 ucu serbest¢e dénen i —j gubugunda;
Mij e *‘f‘;;_] + 'ﬁ!@, % 61:
7 ucu donmeye kargi tutulmug / ucu serbestee donen { —j gubugunda;
M. = + g x 8,

i
bagmtilarina bagvurularak biitiin ¢ubuk uclanindaki momentler parametrik olarak ifade

edilebilir ve her diigiim nokiasinda,
S M =0
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Bir yapi elemaninda eleman uclarinda olusan toplam momentler

1. Eleman Gzerindeki dis yuklerden dolayl elaman uclarinda olusan
Ankastrelik u¢ momentleri (M,")

2. Eleman uglarinin donmesi ile olusan momentler (6, 6, )

3. Eleman uglarinin birbirine gore relatif hareketi ile olusan momentler'den
(P)

olusmaktadir.
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2E]

k = —— Rijitlik icin verilen tanim yerine yazilirsa

L
M, =k (26,+6,-39)
M, =k(6,+26,-39)

F
M, =k, (20,+6,-3¢)+M

<A F
M,=k (6+20,-3¢)+M'
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Aci metodunda pozitif yon kabuld

wAS ) (x) 60—, &

M 48 Mg 4

— —

Moment degisim grafigi cizilirken kullanilan pozitif yon kabull
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Ornek 1:

2
% l l l l l lB l C Yanda ozellikleri
Z verilen sistemi ag!
ﬁ 24 {7/%, 4 4 Zo Mmetodu ile goziniz.
2 12
JUITIT] |
7 24 N 4 T
» ) (=) G
M e Mea 777 Mg Mg g
Mg 4+ Mgc=0 Mcg=0
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I
M, = ZEZ(ZQA +6, -30)+M},

I
M,, =2EE(9A +20, -30)+ M ,,

M, = 2E%(26’B +6.-30)+MF.

M, = 215%(9B +260.-30)+ M/,

25



| Ankastrelik u¢ momentleri

FRENIN
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0,=0 Mg, Mg 4 Mec
Mg 4+ Mg=0 Mcp=0

/
AB—ZE—(}!+9 /+MAE—2E—(6)+96
M, =2E— /+29 /+MBA—2E—-(29) 96

i ‘ I
M e =2E—(26,+6, —%+M;C =2E_(26,+6.)+12

I I
My =2E—(8, +26, —/35+M§B =2E (6, +26,)~12

17.04.2018
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1 I
M, +M,. = 2E5(293)+96+2E§(295 +6.)+12

I
My =2E (6, +20,)-12=0

-
0= A O E =D | =2
6 > 4 El

a 48

El el =
7(93)‘*‘7(9.@)—12:0 % El

17.04.2018
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El 144

M , —2E—(9) +96 =2%*—7% +96 =108

MBA

MBC_

M_ =2

CH

17.04.2018

24 24 EI

EI EI 144
2k (2%0,)—96 = 2% ——*(2*—) 96 = —72
24 24 EI

144 45
—(29 +6.)+12= 2*—(2* )+12="72
El EI

El 144

*%(9B+29C)-12=2* E . 15=0

8 EI EI
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Agi Metodu ile Coziim Yapilirken Ug Mesnette
Momentin Sifir Olmasi Durumu

Bu problem B ve C noktalarindaki dénmeler bilinmeyen olarak segilip
gozuldu. Diger bir gozim yontemi igin C noktasindaki momentin sifir
olmasi durumu kullaniimaktadir. Boylece segilen bilinmeyen sayisi
azaltilabilmektedir. Her iki ¢oziimde de sonug ayni ¢ikmaktadir. Ancak ug
noktada sabit yada hareketli mesnet olmasi halinde momentin sifir olmasi
ozelligi kullaniimasi durumunda ¢6ziim daha kolay elde edilmektedir.

Yukaridaki érnekte B ve C noktalarindaki donmeler bilinmeyen olarak
segilip daha once anlatilan sekilde ¢ozim yapilabilmektedir.

17.04.2018
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C noktasindaki dénme degeri bilinmeyen olarak segilmeden ¢oziim
yapilmak istenmektedir. Sistemde bilinmeyen olarak sadece B dugumiinin

donmesidir. Bu durumda AB gubugundaki ug momentler M ,, ve Mg, igin
daha 6nce yazilan moment denklemleri kullanilir.

i |
M,, = 253(26{4 +6,-3p)+M ",

M,, = 25%(&4 +26, —30)+M ;,

Ancak C noktasindaki momente degeri sifir oldugu bilinmektedir. Bu
durumda BC gubugundaki momente dederleri su denklemlerle yazilir.

) "
M ;- =3E'Z(93 _¢})+(M;)

M, =0

BC
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4

A 227

1 ‘
MﬂC:3EE(93—¢)+(M§C) M, =0

BC

Bu denklemde BC gubugundaki ankastrelik u¢ momentleri yazilirken bir
ucu ankastre diger ucu hareketli mesnet olan gubuklar igin hazirlanan
tablolar kullanilarak ankastrelik u¢ momentleri yazilir.
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Problem ¢oziilirken C noktasindaki momentin sifir olmasi kullanilacaktir. Yani BC
gubugu igin bir ucu hareketli mesnet olan sistemler igin yazilan denklem
kullanilacaktir. Boylece bilinmeyen sayisi 2 den 1 e diisecektir.

1 . VT.V 1V vV



I
M, = 252(293 +6,-30)+M |,

I

M, =2E—(0,+26,-30)+M,,

2
/ "
M :3EE(93 _¢})+(M;c)

M. =0
2
A 24 B
k][> 2*247
My =-Mf =L == =96
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(M ) =

3KP*|  3K|2*G

16

16
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/
5 S2E— (}«{H? /+Mj3=2Eﬁ(95)+96

| I
M, =2E— %/+29 /{+M;A =2E-(26,)-96

M,. =3E-Z(9B —/{+(M§C)*=3Eé(93)+18

MEA+MBC-2E (29)+96+3E 5 (6,)+18=0

144
6, =—
El

38
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El 144

=2EL(93)+96=2* *— 1+96=108
24 24 EI
= —(2*9) _o6=2#ELx0x12%) g6 _72
24 EI
EI 144

—(9 )+18= 3*—(-—)+18 12

=0
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Ornek 2:

s
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Yukarida 6zellikleri verilen sistemi agi metodu ile ¢ozmek istersek A noktasindaki
donme sifirdir ancak B,C ve D noktalarindaki dénmeler bilinmeyen olarak segilip 3
denklem yazilarak ¢ézum yapilabilir.

Ancak eger C ve D noktalarindaki momentlerin sifir olmasi durumunu kullanmak
istersek ve bu ¢ubuklar igin dizenlenmis denklemleri ve ankastrelik ug

moment lerini kullanirsak bilinmeyen olarak sadece B noktasindaki donme degeri
kalir. Boylece sadece tek bir bilinmeyen ile sistemin ¢éziimi miimkin
olabilmektedir.

17.04.2018 41



Bu yiizden bazen normal agi denklemi yazilarak el ile ¢oziilmesi oldukga zahmetli
olacak sistemler igin 6zel olarak diizenlenmis denklemler ve ankastrelik ug
momentlerini kullanarak ¢oziim oldukga kolay yapilabilmektedir.
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AMEASTRELIN MOMENTLERTI TABLOSU
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i, Ankastrelil wg kuvvetleri

q =45 kINfm
1l|r+ﬂ_1 TT._;J_ ‘\ qL?
2t A Ty
! 45x6° , ' 45x6
P WL ST UCE TSN VO, LN - ALY Y
12 12 12 12

fii.  Birim y{«s*r-degfsfirme sabitleri

-1

AEQ1)/ S 2B@2D/5
1.60E1 0.80F!
AE()/ 4 2E()/4
1.06E1  0.50E!

I 4E(BT)/6  2B(3D /6
_200EL  LOGLE
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¥,

Denge denklemleri

2M, =0 © MMM

My =my %0 , My = ml!} x4, My, = f’fi':r”"mm x B
i3 4 12 |

(g + g + g X6 + .y =0

(1601 + 1 Q0L 4 2.00E)x 8, +135=0 = 0, =-2935/El [rad]

Diigiim nokialarina komgu gubulk kesitierindeki u¢ momentierf

Mia= miy x0, = 1.6 ELx (- 29.35/L7 )= -46.96 kNm
M= myy x 0, = 1.0 El x (~29.35/ET) ~ -29.35 kNm

Mz = Ay +mig x8,= 135+ 2.0 EIx (- 29.35/E1') =76.30 kNm

17.04.2018

47



Vi,

Kars: uglardaki momentler - Mesnet momentleri

My = may x 6, =08 BIx (~29.35/E') = -23.48 kNm
My = mgy x6, = 0.5 E1 x (~29.35/E[)=-14.68 kNm
My = Ay + M x 6 = =135+ 1.0 Bl x (~29.35/El )= ~164.35 kNm
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vitl. M egilme momenti ve T kesme kuvveti diyagramlar

= 14.68
\ 164.35
\ :
17630 \ //‘
AN ! 2025 Sy
y L = i ww%
TR N B

M =84.48 kiNm
maks

M [kNm]
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