Isaret ve Sistemler

Ders 7: Konvolisyon (Evrisim)



Konvolusyon (Evrisim)

» Konvoliisyon(convolution) uzun yillardir bilinen
ve uygulanan matematiksel bir islem olmakla
birlikte bu islemi tamimlamak icin matematikte
cok cesitli terimler kullanilmstir.

e Ornegin; yigisim tiimlemesi  (Superposition
Integral), tarama  (scanning) tiimlemesi,
Duhamel tiimlemesi, yuvarlatma (smoothing)
timlemesi, agirhikli ortalama ve Kkatlama
(folding) ttimlemesi olarak kullanilabilmektedir.



Konvolusyon nedir?

» Konvoliisyon, birim diirtii yamit1 (h(t)) olarak
bilinen bir sistemin, X(t) giris isaretine karsilik
tiretecegi y(t) cikis isaretini zaman domeninde
bulmaya yarayan bir islemdir.

Linear
X[t] —m System |— = y[t]

) t]
x[t] *h[t] = y]t]




Konvolusyon nedir?

» Konvoliisyon islemi * sembolii ile gosterilir ve
bir boyutlu siirekli zamanli konvoliisyon islemi
asagidaki formiil 1le hesaplanir:

y(t) = x(t) * h(t)

y(t) = TX(T). h(t—7)dr

y(t) = Th(f).X(t—T)dT



Konvolusyon nedir?
» Benzer sekilde ayrik konvoliisyon 1slemi;

y(n) = x(n)*h(n) = i x(k).n(n —k)

k=—o0

y(n) = Z h(k).x(n—k)

HATIRLATI\/IA

Konvoliisyon isleminin uygulanabilmesi i¢in
sistemin lineer ve zamanla degismeyen
olmas1 gerekmektedir.



Surekli Zaman Fonksiyonlarinin Konvolusyonu

o Zaman siirekli fonksiyonlar1 olan fi(t) ve fa(t)
gibi iki fonksiyonun konvoliisyonu matematikte,

FR ()R (D]= 10 = [ ). Lt—o)dr

e formiilli 1le tamimlamir ve konvoliisyon
tiimlemesi (convolution integral) ad: verilir.

e Konvoliisyon (convolved) fonksiyonu da bir
zaman fonksiyonudur.



Surekli Zaman Fonksiyonlarinin Konvolusyonu

o Konvoliisyon simgesel olarak (*) isaretiyle de
gosterildigi i¢cin f(t) fonksiyonu,

J@) =1, ()% [, ()

bi¢iminde yazilabilir.

o Konvoliisyona giren  fi(t)  fonksiyonunun t=0
zamanindan oOnce tanimlanmamis olmasi durumunda
(causal-nedensel) integralin alt simir1 sifir degerinden
baslar ve asagidaki bagintiyla gosterilir.

f(t) =]9 f.(z). f,(t—7)dr



Surekli Zaman Fonksiyonlarinin Konvolusyonu

o fo(t-t) fonksiyonunun da t=0 zamanindan Once
tanimlanmamis olmasi durumunda konvoliisyon
Integralinin st smir1 t degerini  alacaktir.
Dolayisiyla Ifade asagidaki yeni halini alacaktr.

f (1) :j f(c). f,(t—7)dz



Konvolisyon Ozellikleri
1. Degisme Ozelligi:
m, (t)*m, (t) = m, (t)*m,(t)

[m,(2).myt—2)dr = [my(t—u). m,(u)(-du

U=t—-7=>7=1-U
du=-dr

[ my(t—u).m, (u)du = m, @6 *m, ()



Konvolisyon Ozellikleri

2. Dagilma Ozelligi:
m, () *[m, (t) + m, (8) |= my () *m, (t) + m, (£) * m, (t)

3. Birlesme Ozelligi:
m, (£) *[m, (t) * m, (£) ] = [m, (t) *m, (£) ]* m, (t)

4. Lineerlik Ozelligi:
am, (t)*m, (t) = a[m, (t) *m, (t)]

Ta.ml(f). m,(t—7)dr = aTml(r). m,(t—7)dr

= a[m, (t)*m, (t)]



Konvolisyonun Ozellikler

o Konvoliisyonun diger bir 6zelligi, birim diirtii isareti Ile
herhangi bir isaretin konvoliisyonunun isaretin kendisini
vermesidir:

m, (t) *5(t) = my(t)

m,(1)*o(t) = ]?ml(r).é‘(t —7)dr

jml(r).5(t —7)dz=m,(t)



Konvolisyon Integrali

y(t) =x(t)*h(t) = [ x(z).h(t-7)dz
Konvoliisyon islemi1 4 adlnggloan olusmaktadir.

1. h(t) diirtii tepkisi zamana gore ters cevrilerek h(-t) elde
edilir. Daha sonra t parametreli, z’nun bir fonksiyonu olan,
h(t-7) olusturmak i¢in t birim kaydirilir.

2. t parametresi sabit tutularak X(z) ve h(t- 7) sinyalleri, z’nun
tiim degerleri ile carpilir.

3. y(t) cikisinin tek bir degerini iiretmek i¢in X(z).h(t-7)
carpimi tiim 7 degerleri 1¢in hesaplanar.

4. y(t) cikisinin tiim degerlerini liretmek i¢in 7’nun -co'dan
+oo'a kadar olan degerleri ile 1-3 adimlar tekrarlanir.



Konvolusyon Toplami

2. x|k])h[n —k] toplam1 konvoliisyon veya siiperpozisyon

k= —a

toplami olarak adlandirilir ve asagidaki gibi gosterilir:

y[n] = x[n]* h[n]

o Konvoliisyon: h[k] y1 ters ¢evirir, n’nin her bir degeri i¢in h[k]’y1
oteleyerek X[n] sinyalinden gegirilir.

&in| DZD him]
xin) sistem vin] = x{n] « Aln)

Ayrik Zamanli Dogrusal Sistem



Konvolisyon Ornek 1

x(t) = e tu(t), v(t) = e 2u(t).
v(t — A) = 2yt — A).

1.Durum: t < 0

v(i-A) x()
J K (At —A) =0, z(t) v (t) =0, t<0

0 A

2.Durum: t = 0
= f e Mu(N)e? A Dyt — N)dA

xh) vy  x(t) xv(t)
l :
| — /E_}‘eg(’x—t]d}.
| 0
| — i
I

1 — 2 [EA]D

Sonug Olarak =(#) » v(t) = (7! — e 2 )u(t).



Konvolisyon Ornek 2

o Asagidaki sekilde gosterilen p(t) birim darbe
isareti i¢in X(t)=h(t)= p(t) oldugunu varsayarsak,

p(t)

0 T ¢

» Konvoliisyon Integralinin hesab1 dort adimda
yapilmaktadir.

y(t) = x(t) *h(t) = p(t)* p(t)



Konvolisyon Ornek 2
y(t) = () *h(t) = j x(7).h(t—7)dz

e Casel: <0

h(t—1) x(7)

I—T t |0 T

y(t)=0



Konvolisyon Ornek 2

e Case2: 0<t<T

h(t—7) x(7)

t—T 0 1 I

y@):jdr:r



Konvolisyon Ornek 2

e Case3: 0<r-T1T<T —» T<r<2T

:J(r} h(t—1)

of +-T T ¢ r

y()= | dr=T-(t-T)=2T -1
T



Konvolisyon Ornek 2

* Case 4: ' <t-T — 2T <t

x(7) h(t—17)

0 I t-T1

y(#)=0



Konvolisyon Ornek 2

y(t) = x(t) * h(7)




Konvolisyon Ornek 3

x(f) = u(t=2)  h(1) = e 'u(t)
v(t) = x(1)*h(r) hesaplaymz.

o0

y(1) = j E-hu(’r)u(f—'l:—Z)dT

—a0

u(t=1=2)|,_5 . u(t=1=2)|, 5.




Konvolisyon Ornek 3

u(t-=1-2)|._5_, 1 u(t-=1-2)|, 5,
|
\Qﬂ
i-2 0 r-ll

t—2
y({) — I E-Etd’f

0

3 t—2 1

e = 3[1-¢ " PJur-2)
3, 3



Konvolisyon Ornek 3

(1) ]




Konvolisyon Ornek 4

x(1) = ¢ “u(r) h(t) = e-mu(f)

y(t) = x(£)*h(t) hesaplaymiz.

0 t




Konvolisyon Ornek 4

y(1) = I e-mu(t)e-b(r-r)u(!—t)dt
—0
t
_ J’ e—are—b(r—‘r)dr
0
t
_ e-b.‘J‘ e-(a-b)th
0
—(a-b)t ! -bt
bt e _ e - —(a-b)t
= e —(a—b)o_a——b“ e Ju(r)
= _l'-[e-b! - e-m]u(r), a#b

a-b



Konvolisyon Ornek 4

y(f) ( ﬂ=2,b=3




Konvoltsyon Ornek 5
x(1) = u(®)—u(t=T)  h(r) = ¢ “"u(r)

y(t) = x(£)*h(t) hesaplaymiz.

x(1)
l




Konvolisyon Ornek 5

y(0) = x(@0)*h(r)  x() = u(®)—u(t-1T)
y(1) = u(t)*h(t) —u(t—T)*h(1)

u()*h(t) = é[l — e Nu(r

-a(t-T)

y(t) = ~[1- ¢ Yu() (1 - ™" Pyu(- 1)



Konvolisyon Ornek 5

»(n 0T

081

06L

04F

02k




Frekansta Konvolusyon
M, (T)*M,(T)=M,(T)*M,(T)
TI\/Il(/l).I\/IZ(f ~)dA = Tlvll(f ~2).M,(f)dA

FREKANSTA KONVOLUSYON ZAMANDA CARPIM
ZAMANDA KONVOLUSYON FREKANSTA CARPIM
ISLEMI DEMEKTIR.

m, () *m, (t) < M, (f).M, ()
M, (F)*M, (f)«F—>m, (t).m,(t)




Konvolisyon Ornek 6
m(t) =2e *u(t) = M (f)=?

2u(t) @ » 2e"u(t)

e—4t

© _ © _i2x(f+-2)t
M,(f)= je““.e‘”“dhje | o dt:§(f +£j

T



Konvolisyon Ornek 6

M, (f)= j 2u(t)e "dt =2 j e "dt =j—?N
—o0 0

m(t) = 2e*u(t) = M (f) =M, (f)*M,(f)

M, (F)*M, () = Tmlu).mz(f—z)dz

M, (f)*M, ()= jz—ﬂ S(f — /1+J—ﬂ)d/1



Konvolisyon Ornek 6

M(f){j—zwj*[‘{”j%j):- [f2+

2 2

M(f)=- — :
|24 +4 4+ jw




Hatirlatma

T(S(t)dt =1 () =5(~t)
M (f).F[5(t)]=M(f)

| et =5 (f)

j e df = S(t)



Konvolisyon Ornek 7

m(t) isaretinin spektrumu asagidaki sekilde verilmistir.
v(t) = m(t) Coswyt *nin spektrumunu bulunuz.

i

Coswyt :%(eﬂt-ﬂf N E—ju-ﬂf)
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Konvolisyon Ornek 7
v(t) = m(t)cosw,t =V (f) =M (f)*F[cosw,t]

F[cosw,t]|= Tcoswot.e““dt :% ]O(e L R

—00
o0

F[Coswot]:%j(ejzz(ffo)t+ej2z(f+fo)t)dt

F[coswt]—l[(S(f —f)+5(f + f,)]
V(f)=M(f)*= [5(f—f)+5(f+f)]
-l

V(F)==[M(f=f)+M(f+f,)]
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Konvolisyon Ornek 7

V()= Fm(t).Coswy]
F 3

V(f):%[l\/l(f —f)+M(f +f)]
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Calisma Sorusu
X(t) =h(t) =] [(t-1.5)= x(t)*h(t) =2

y()=0
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